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�!£�K15©¤�L1 ÚL2 ´�m¥�ü^ØR��É¡��§:B´§�úR

�ã�¥:":A1 ÚA2 ©O3L1 ÚL2 þwÄ§¦�A1B⊥A2B. y²��A1A2

�;,´ü�V­¡"

y²µ�úR��z¶§B��:"�x¶¦�L1ÚL2��Y��Ó"d�·

�kµ

L1 :

 ax+ y = 0

z = c,

L2 :

 ax− y = 0

z = −c,

Ù¥c > 0. duL1 �L2 ØR�§a 6= ±1. · · · · · · · · · · · · 4©

�:A1��I�(x1, y1, c)§A2��I(x2, y2,−c), K

ax1 + y1 = 0, ax2 − y2 = 0. (1)

dA1B⊥A2B �§

x1x2 + y1y2 − c2 = 0. (2)

?�A1A2þ�:M(x, y, z)§k

x− x2
x1 − x2

=
y − y2
y1 − y2

=
z + c

2c
. (3)

· · · · · · · · · · · · 10©

��x1, x2, y1, y2: - z+c
2c

= k, d(1,3) �

x = kx1 − (k − 1)x2; y = −akx1 − a(k − 1)x2.

d(1,2)§x1x2 =
c2

1−a2 . qk(k − 1) = z2−c2
4c2

, l


a2(1− a2)x2 − (1− a2)y2 + a2z2 = a2c2,

¤±;,´ü�V­¡" · · · · · · · · · · · · 15©
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�!(�K10 ©) O�
∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
.

)µ·�k∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
=
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
+
∫ +∞

1

dx

(1 + x2)(1 + x2019)

· · · · · · · · · · · · 3©

éþªmà�1��È©�C�x = 1
t

�� ∫ +∞

1

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
=
∫ 1

0

t2019

(1 + t2)(1 + t2019)
dt

· · · · · · · · · · · · 7©

u´∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
=
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
+
∫ +∞

1

dx

(1 + x2)(1 + x2019)

=
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(1 + x2019)
+
∫ 1

0

t2019

(1 + t2)(1 + t2019)
dt

=
∫ 1

0

dx

1 + x2
= arctanx|10 =

π

4
.

· · · · · · · · · · · · 10©
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n!£�K15©¤�ê�{xn} ÷v

x1 > 0, xn+1 = ln(1 + xn), n = 1, 2, · · · .

y²µ{xn}Âñ¿¦Ù4�.

y²µdux1 > 0§¤±x2 = ln(1+x1)"dêÆ8B{§xn > 0, n = 1, 2, · · ·.

· · · · · · · · · · · · 3©

xn+1 − xn = ln(1 + xn)− xn =
1

1 + ξn
xn − xn =

(
1

1 + ξn
− 1

)
xn

= − ξn
1 + ξn

xn < 0,

ùpξn ∈ (0, xn). ¤±ê�{xn}üN~�" · · · · · · · · · · · · 8©

A^üNk.½n§{xn}Âñ" · · · · · · · · · · · · 10©

�limn→∞ xn = a ≥ 0. dxn+1 = ln(1 + xn), �a = ln(1 + a).

-f(x) = x − ln(1 + x)§f ′(x) = 1 − 1
1+x

> 0, x ∈ (0,+∞), f(0) = 0. l


x = 0´f(x)3[0,+∞)þ���":§¤±limn→∞ xn = 0. · · · · · · · · · · · · 15©
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o!£�K15©¤�{ε1, · · · , εn} ´n �¢�5�mV ��|Ä, -ε1 + ε2 +

· · ·+ εn + εn+1 = 0. y²:

(1) éi = 1, 2, · · · , n+ 1, {ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1} Ñ�¤V �Ä;

(2) ∀α ∈ V , 3(1)¥�n + 1 |Ä¥, 7�3�|Ä¦α 3dÄe��I©þþ�

K;

(3) eα = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn, �|ai| (i = 1, 2, · · · , n) pØ�Ó, K3(1)¥

�n+ 1 |Ä¥, ÷v(2)¥�K�IL«�Ä´���.

y²µ(1) ei = n+ 1§w,kε1, · · · , εn´V��|Ä. e1 ≤ i ≤ n§-

k1ε1 + k2ε2 + · · ·+ ki−1εi−1 + ki+1εi+1 + · · ·+ knεn + kn+1εn+1 = 0.

duε1 + ε2 + · · ·+ εn + εn+1 = 0§¤±k

kn+1(ε1 + ε2 + · · ·+ εn + εn+1) = 0

· · · · · · · · · · · · 2©

üª�~�

(k1−kn+1)ε1+· · ·+(ki−1−kn+1)εi−1−kn+1εi+(ki+1−kn+1)εi+1+· · ·+(kn−kn+1)εn = 0.

duε1, · · · , εn�5Ã'§��

k1 − kn+1 = · · · = ki−1 − kn+1 = −kn+1 = ki+1 − kn+1 = · · · = kn − kn+1 = 0

l
k

k1 = k2 = · · · = ki−1 = ki+1 = · · · = kn = kn+1 = 0

Ïd��ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1�5Ã'§u´(1)�y. · · · · · · · · · · · · 5©

(2) du

(ε1, · · · , εi−1, εi, εi+1, · · · , εn) = (ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1)A
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ùp

A =



1 −1
. . .

...

1 −1
−1 1

−1 . . .
... 1

−1


�ü|Ä�m�LÞÝ
. · · · · · · · · · · · · 7©

∀α ∈ V§�α = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn§ea1, a2, · · · , an ≥ 0§K(Ø�(§

ÄK-ai´K�I¥ýé���ö§@o

α = (ε1, ε2, · · · , εn)



a1

a2
...

an

 = (ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1)A



a1

a2
...

an



= (ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1)



a1 − ai
...

ai−1 − ai
ai+1 − ai

...

an − ai
−ai


u´ε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1=�¤¦��|Ä. · · · · · · · · · · · · 10©

(3) �α = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn§�|ai| (i = 1, 2, · · · , n) pØ�Ó. �ai´

K�I¥ýé���ö§Ø
Äε1, · · · , εi−1, εi+1, · · · , εn+1�	§�±y²αÃØ
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3=�|Äe��IÑkK�©þ. ¯¢þ§é?¿�k 6= i Ñk

α = (ε1, ε2, · · · , εn)



a1

a2
...

an

 = (ε1, · · · , εk−1, εk+1, · · · , εn+1)



a1 − ak
...

ai − ak
...

an − ak
−ak



Ù¥ai − ak < 0§u´�÷v(2)¥�K�IL«�Ä´���.

· · · · · · · · · · · · 15©
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Ê!£�K20©¤�A ´ê�F þ�n �Ý
, eA2 = In (In L«ü Ý
),

K¡A �éÜÝ
.Áyµ

(1) eA ´n �éÜÝ
, K

rank(In + A) + rank(In − A) = n;

(2) n �éÜÝ
A �½�±é�z, Ù�qé�/�

 Ir 0

0 −In−r

, Ù¥r =

rank(In + A);

(3) eA,B þ´n �éÜÝ
, �AB = BA, K�3�_Ý
P , ¦�P−1AP

ÚP−1BP Ó��é�Ý
.

y²µ(1) Ï�A2 = In§�kIn − A2 = 0 =(In + A)(In − A) = 0§

u´rank(In + A) + rank(In − A) ≤ n.

qÏ�(In + A) + (In − A) = 2In§¤±rank(In + A) + rank(In − A) ≥
rank(2In) = n.

l
�

rank(In + A) + rank(In − A) = n.

· · · · · · · · · · · · 5©

(2) kyA�A���1½−1. �λ�A�?�A��§K�3�"�þα§¦
�Aα = λα§dA2 = In��

α = A2α = A(Aα) = A(λα) = λ2α

dα 6= 0§��λ2 − 1 = 0§¤±kλ = 1½λ = −1. · · · · · · · · · · · · 8©

eyéÜÝ
�½�±é�z. Ï�A2 = In§�x
2−1 = (x+1)(x−1)�A�

"zõ�ª§¤±A���õ�ª�½�ê�F þp���gÏª�¦È§l


��éÜÝ
A�½�±é�z.

· · · · · · · · · · · · 10©

qÏ�éÜÝ
A�A���1½−1. d(1)�A��λ = 1�AÛ­êr =

rank(In + A)§λ = −1�AÛ­ê�n − r = rank(In − A)§¤±Ù�qé�/

�

 Ir 0

0 −In−r

.
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· · · · · · · · · · · · 12©

�é�z,�y²g´µ

[éAuA��λ = 1§kn − rank(In − A)��5Ã'�A��þ§éA

uA��λ = −1§kn − rank(−In − A)��5Ã'�A��þ§d(1)�§A�

kn− rank(In −A) + n− rank(−In −A) = n��5Ã'�A��þ§l
A�½

�±é�z§Ù�qé�/�

 Ir 0

0 −In−r

. .......... ëìþ¡y²�©]

(3) duA�éÜÝ
§��3�_Ý
G§¦�

G−1AG =

 Ir 0

0 −In−r



qdAB = BA, Kk

(G−1AG)(G−1BG) = (G−1BG)(G−1AG).

¤±G−1BG =

 B11 0

0 B22

 ���Oé�Ý
. · · · · · · · · · · · · 15©

duB2 = In�éÜÝ
§�B
2
11 = Ir, B

2
22 = In−r�´éÜÝ
. d(2)§�3

�_Ý
G1, G2§¦�

G−1B11G1 =

 Is 0

0 −Ir−s

 , G−12 B22G2 =

 It 0

0 −In−r−t



�é�Ý
. -P = G

 G1 0

0 G2

§KkP�_§�kP−1AP, P−1BPÓ��é
�Ý
. · · · · · · · · · · · · 20©
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8!£�K15©¤�¼êf(x) �4«m[a, b]þ�ëY]¼ê, ÷vf(a) =

0, f(b) > 0�f(x)3x = a?�3�"�m�ê. én ≥ 2, P

Sn =

{
n∑

k=1

kxk :
n∑

k=1

kf(xk) = f(b), xk ∈ [a, b]

}
.

(1) y²é∀α ∈ (0, f(b)), �3��x ∈ (a, b) ¦�f(x) = α;

(2) ¦ lim
n→∞

(supSn − inf Sn).

)µ(1) Ï�¼êf(x)3[a, b]þëY, u´é∀α ∈ (0, f(b))3(a, b)S���3

��:ξ¦�f(ξ) = α. · · · · · · · · · · · · 1©

e¡y²÷vþã�¦�:´���"b�ξ, η ∈ (a, b), ÷vξ < η 9f(ξ) =

f(η) = α. K:(η, f(η)) = (η, α)á3à:�(ξ, f(ξ)) = (ξ, α), (b, f(b))��ã�e

�§ù�¼ê�]5gñ" · · · · · · · · · · · · 3©

(2) ·�P

Tn =

{
(x1, x2, · · · , xn) :

n∑
k=1

kf(xk) = f(b), xk ∈ [a, b]

}
, n ≥ 2.

yé∀(x1, · · · , xn) ∈ Tn, d¼ê�]5k

2f(b)

n(n+ 1)
=

∑n
k=1 kf(xk)

1 + 2 + · · ·+ n
≤ f

(
x1 + 2x2 + · · ·+ nxn

1 + 2 + · · ·+ n

)

· · · · · · · · · · · · 5©

u´§

x1 + 2x2 + · · ·+ nxn
1 + 2 + · · ·+ n

≥ f−1
(

2f(b)

n(n+ 1)

)
,

=
n∑

k=1

kxk ≥
n(n+ 1)

2
f−1

(
2f(b)

n(n+ 1)

)

þ¡Ø�ª�x1 = x2 = · · · = xn = f−1
(

2f(b)
n(n+1)

)
∈ [a, b]��Ò¤á"
(x1, x2, · · · , xn) =(

f−1
(

2f(b)
n(n+1)

)
, f−1

(
2f(b)

n(n+1)

)
, · · · , f−1

(
2f(b)

n(n+1)

))
∈ Tn,
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u´

inf Sn =
n(n+ 1)

2
f−1

(
2f(b)

n(n+ 1)

)

· · · · · · · · · · · · 8©

,��¡§ë�:(a, f(a))�:(b, f(b))���ãá3­�y = f(x)�e�"

�ké?¿x ∈ [a, b]

f(b)

b− a
(x− a) ≤ f(x),

=

x ≤ b− a
f(b)

f(x) + a.

u´
n∑

k=1

kxk ≤
b− a
f(b)

n∑
k=1

kf(xk) +
n(n+ 1)

2
a = b− a+ n(n+ 1)

2
a

· · · · · · · · · · · · 10©

5¿§þª��Ò�x1 = b, x2 = x3 = · · · = xn = a���"
(x1, x2, · · · , xn) =
(b, a, a, · · · , a) ∈ Tn, �k

supSn = b− a+ n(n+ 1)

2
a

· · · · · · · · · · · · 12©

u´

limn→∞ (supSn − inf Sn) = b− a+ limn→∞
n(n+1)

2

(
a− f−1

(
2f(b)

n(n+1)

))
= b− a+ f(b) limn→∞

a−f−1( 2f(b)
n(n+1))

2f(b)
n(n+1)

= b− a+ f(b) limx→0+
a−f−1(x)

x
= b− a+ f(b) limt→a+

a−t
f(t)

= b− a− f(b)
f ′(a)

· · · · · · · · · · · · 15©
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Ô!£�K10©¤���?ê
∞∑
n=1

1

an
Âñ. y²?ê

∞∑
n=1

n2an
S2
n

Âñ, Ù¥Sn =

n∑
k=1

ak.

y²µPS0 = 0§σ =
∑∞

n=1
1
an
. K

N∑
n=1

n2an
S2
n

=
N∑

n=1

n2

S2
n

(Sn − Sn−1) =
1

a1
+

N∑
n=2

n2

S2
n

(Sn − Sn−1)

≤ 1

a1
+

N∑
n=2

n2

SnSn−1
(Sn − Sn−1) =

1

a1
+

N∑
n=2

n2

Sn−1
−

N∑
n=2

n2

Sn

1

a1
+

N−1∑
n=1

(n+ 1)2

Sn

−
N∑

n=2

n2

Sn

≤ 5

a1
+ 2

N∑
n=2

n

Sn

+
N∑

n=2

1

Sn

(1)

· · · · · · · · · · · · 4©

dCauchyØ�ª

N∑
n=2

n

Sn

≤
N∑

n=2

n

Sn

√
an

1
√
an
≤
(

N∑
n=1

n2an
S2
n

)1/2

·
(

N∑
n=1

1

an

)1/2

· · · · · · · · · · · · 6©

Kd(1)

N∑
n=1

n2an
S2
n

≤ 5

a1
+ 2

(
N∑

n=1

n2an
S2
n

)1/2

·
√
σ + σ,

l
��

N∑
n=1

n2an
S2
n

− 2

(
N∑

n=1

n2an
S2
n

)1/2

·
√
σ + σ ≤ 5

a1
+ 2σ,

(
N∑

n=1

n2an
S2
n

)1/2

≤
√
σ +

√
2σ + 5/a1.

u´?ê
∑∞

n=1
n2an
S2
n
Âñ" · · · · · · · · · · · · 10©


